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quantisierende GréBen gieichberechtigt. DaB indessen die Konstanz des Drehimpulses, die in der
Entwicklung der Bohrschen Theorie im Vordergrund stand, nicht die allein entscheidende
Quantenbedingung sein konnte, deutete sich in der Behandlung des relativistischen
Wasserstoffatoms an, die trotz Drehimpulserhaltung von Bohr nicht in allgemeiner Form
durchgefiihrt werden konnte. | |

Bohr sind diese Ziige seiner Theorie entgangen. Fragt man nach Ursache, so liegt sie wesentlich
in seiner friihzeitig gewonnenen, schon in der Dissertation klar zum Ausdruck gelangenden und
von der Allgemeinheit der damaligen Physiker geteilten Uberzeugung, daB klassische Mechanik

und Elektrodynamik einer grundlegenden Revision bedﬁrﬁig seien.” (Hoyer, U. (1974), S.256-
257).

Dieser Aspekt spielte auch bei Bohrs spiteren Uberlegungen eine Rolle. Krlamers schrieb 1923
beziiglich des Korrespondenzprinzips: “Bohr hat sich in Gesprichen wohl folgendermafien
ausgedriickt: Sowohl die klassische Theorie wie die Quantentheorie sind beide als
Naturbeschreibung nur eine Karikatur; sie gestattet sozusagen in zwei extremen

Erscheinungsgebieten eine asymptotische Darstellung des wirklichen Geschehens.™

Wie erwihnt, wurde durch die Arbeiten Sommerfelds und seiner Schiiler schon etwa fiinf Jahre
nach der ersten Veroffentlichung ein gewisser AbschluB} in der mathematischen Entwicklung des
quantentheoretischen Atommodells erreicht. 1919 erschien die erste Auflage des Buches
“Atombau und Spektrallinien” (Wir zitieren nach der 3. Auflage). Sommerfeld sprach hier im
Vorwort das beriihmt gewordene Wort aus: “Was wir heutzutage aus der Sprache der Spektren
heraus horen, ist eine wirkliche Sphirenmusik des Atoms, ein Zusammenklingen ganzzéhliger
Verhiltnisse, eine bei aller Mannigfaltigkeit zunehmende Ordnung und Harmonie. Fiir alle Zeiten
wird die Theorie der Spektrallinien den Namen Bohrs tragen. Aber noch ein anderer Name wird
dauernd mit ihr verkniipft sein, der Name Plancks. Alle ganzzahligen Gesetze der Spektrallinien

und der Atomistik flieBen letzten Endes aus der Quantentheorie. Sie ist das geheimnisvolle

H.A.Kramers, “Das Korrespondenzprinzip und der Schalenbau des Atoms”, Die

Naturwissenschaften 11, 550-559 (1923), Zitat auf S.559, zitiert in: Jammer, M. (1966), S.117,
Ref. 124
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Organon, auf dem die Natur die Spektralmusik spielt und nach dessen Rhythmus sie den Bau der
Atome und der Kerne regelt.” (Sommerfeld, A. (1922), S.V)

Zu diesen Namen gehort mit Sicherheit auch der Name “Sommerfeld”. Seine detaillierten
Rechnungen trugen im wesentlichen dazu bei, daB das Bohrsche Atommodell noch heute
anwendbar ist. Mit ihm hat die Theorie ihre syntaktische, formalistische, mathematische
Vollkommenheit erreicht. Die nichsten zwei Abschnitte versuchen, seine Uberlegungen

darzustellen.
7.1.2. Die Sommerfeldsche Umformung und ihre Ergebnisse

Die Vertreter der frithen Quantentheorie beschiftigten sich zunéchst nur mit Systemen mit einem
Freiheitsgrade. Erst durch Planck wurde die Quantelungsvorschrift in eine algemeinere Form
gebracht®. (Vgl. Mehra, J. und Rechenberg, H. (1982), S.206). Im Jahre 1915 schrieb Jun
Ishiwara (oder Ishihara) einen Artikel, in dem er das spéter auch vom Sommerfeld eingefiihrte
Phasenintegral benutzte. (Vgl. Mehra, J. und Rechenberg, H. (1982), S.210-211 ) Beziiglich von
Phasenintegralen und Ellipsenbahnen hat W. Wilson frither als Sommerfeld wesentliche
Ergebnisse erreicht hat. (Vgl. Sommerfeld, A. (1922), S. 246, FuBnote 3, bzw. S. 289)” In

M. Planck: Eine neue Strahlungshypothese, in: Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. (2) 13,
138-148 (vorgetragen am 11.2.1911), neugedruckt in: Physikalische Abhandlungen und Vortriage
IT (Planck, 1958), S.249-259.

’Eine detaillierte historische Darstellung findet man in: Mehra, J. und Rechenberg, H.
(1982), S.206-218; auf S. 211, in FuBnote 333: “In a letter, dated 7 June 1920, Wilson drew
Sommerfeld's attention to the fact that he had published the quantum conditions for systems
having several degrees of freedom already in his first paper of June 1915. Sommerfeld admitted
in his reply: "You are right in that I should have quoted your 1915 papers in my book (Atombau
und Spektrallinien), as 1 did in my paper in the Annalen der Physik, Volume 51, 1916, p.9°
(Sommerfeld to Wilson, 14 July 1920). And he promised to cite Wilson in the second edition of
Atombau und Spektrallinien. Sommerfeld further stated in his letter to Wilson that he had
developed the extension of Bohr's theory - independly of Wilson - in winter 1914-15, but that he
had delayed the publication until Paschen had tested the fine-structure formula experimently. He
concluded by stating. “The priority for the publication of the rule [pdg = nh belongs to you
without doubt” (Sommerfeld to Wilson, 14 July 1920)” vgl. noch die Fulnote 335 auf S.213, wo
Sommerfeld zitiert wird: “My extension of Bohr’s theory (elliptical orbits, fine structure) was
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diesem Abschnitt werden wir die wichtigsten Annahmen und Ergebnisse der Sommerfeldschen

Erweiterung aufgrund des 4. Kapitels seines Buches (Sommerfeld, A. (1922)) kurz
zusammenfassen.

Das Bohrsche Atommodell rekapituliert Sommerfeld so: “Beziiglich des Aufiretens dieser
verschiedenen Kreisbahnen mége schon hier folgendes bemerkt werden: Die innerste Bahn (...)
ist die stabilste; in der Regel befindet sich das Wasserstoffelektron in dieser Bahn. Durch eine
Anregung von auflen (Wirmebewegung, elektrische Felder, ZusammenstoBe) wird aber
gelegentlich das Elektron in eine der duBeren Bahnen (...) entfernt, die es gleichfalls stationdr,
aber mit geringerer Stabilit4t durchliuft. Sich selbst iiberlassen fillt es friiher oder spéter in die
innerste Bahn oder allgemeiner in eine mehr nach innen gelegene zuriick. Nur bei diesen
Ubergéingen wird Energie ausgestrahlt, namlich der Energieunterschied zwischen der Anfangs-
und der Endbahn des Elektrons.

Das Wasserstoffatom ist das Vorbild Jir alle weiteren Atommodelle, an dem sich die ganze
Theorie der Spektrallinien entwickelt hat. Der Grund ist leicht zu verstehen: Nur beim
Wasserstoffatom befinden wir uns im einfachen Falle des Zweikirperproblems; alle tibrigen
Atome stellen uns vor die beriichtigten Schwierigkeiten des Drei- und Mehrkorperproblems.”
(Sommerfeld, A. (1922), S. 82-83).

Zuerst entwickelt er die Quantenbedingung (Auswahlregel) mit Hilfe des Begriff des
Phasenraumes im Fall eines Freiheitgrades. In der Phasenebene eines Systems von einem
Freiheitsgrad bezeichnet man ¢ und p (die verallgemeinerte Lagekoordinate und der konjugierte
Impuls) als rechtwinklige Koordinaten. “Wir konstruieren uns in dieser Ebene die
"Phasenbahnen’, das heiBt die Folge derjenigen Bildpunkte, welche den aufeinanderfolgenden
Bewegungszustinden des Systems entsprechen. Von jedem Punkt als Anfangszustand
ausgehend, konnten wir solche Phasenbahnen verzeichnen und mit ihnen die Phasenebene iiberall
dicht tiberdecken. Es ist aber fiir die Quantentheorie charakteristisch, daB sie eine diskrete Schar

von Phasenbahnen aus der unendlichen Mannigfaltigkeit derselben herausgreift. Um dieselben zu

already presented in winter 1914-15 in my lecture course, but was first published in the beginning
of 1916".
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definieren, betrachten wir zunzichst den Flicheninhalt der Phasenebene, def von zwei beliebigen
Phasenbahnen begrenzt wird und nennen ihn "Phasenausdehnung’. Sodann zeichnen wir unsere
Schar so, daB die Phasenausdehnung zwischen zwei ihrer Nachbarkurven stets gleich dem
Wirkungsquantum % sei. # gewinnt dadurch die Bedeutung des Elementarbereichs der
Phasenausdehnung. Diese Bedeutung werden wir als die eigentliche Definition des Planckschen
Wirkungsquantum /4 ansehen.” (Sommerfeld, A. (1922), S.240) Diese Idee fiihrt natiirlicherweise
zum Begriff des Phasenintegrals, und damit zu der verallgemeinerte Quantenbedingung
(Auswahlregel). Seine diesbeziiglichen Uberlegungen setzt Sommerfeld so fort: “Der Bildpunkt
des Systems in der Phasenebene ist an gewisse quantentheoretisch ausgezeichnete ‘gequantelte”’
Phasenbahnen gebunden. Jede derselben schlieBt mit der folgenden ein Elementargébiet der
GréBe h ein. Die nte dieser Bahnen hat (wenn geschlossen) den Flicheninhalt #A. In Formeln:

[ [dpdq = nh,
das Integral erstreckt sich iiber das Innere der nten Bahn. Fithren wir die Integration nach p aus
(...), so entsteht

Ipdq = nh, ' L
dieses Integral erstreckt iiber die nte Bahn selbst. Die linke Seite dieser Gleichung nennen wir
Phasenintegral und bezeichnen sie mit J, (-..) Die definitive Formulierung der Quantenhypothese
sehen wir in der Forderung, daB das Phasenintegral ein ganzes Vielfaches des Wirkungsquantums
h sein solle. Diese Forderung sondert aus der kontinuierlichen Mannigfaltigkeit aller mechanisch
moglichen Bewegungen eine diskret unendliche Anzahl wirklicher, quantentheoretisch mdglicher
Bewegungen aus.” (Sommerfeld, A. (1922), S. 243).

Den Fall eines Freiheitsgrades verallgemeinerte Sommerfeld fiir den Fall von S Freiheitsgraden:
“In diesem Falle miissen wir nicht eine Quantenbedingung der Form (*) verlangen, sondern f
- verschiedene Quantenbedingungen, durch die jeder der f Freiheitsgrade in gewissem Sinne
festgelegt wird.” (Sommerféld, A. (1922), S.245) Die Vorschrift von Sommerfeld besagt: “Man

libertrage die Bedingung (*) auf jeden einzelnen Freiheitsgrad des Systems, schreibe also den

Wert des Phasenintegrals fiir den kten Freiheitsgrad als ganzes Vielfaches von 4 vor:

Ipdq, = nh. (%)

(...) In gewissen Ausnahmefillen, bei den sogenannten entarteten Systemen, reduziert sich die
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Zahl der erforderlichen Bedingungen; dann geniigen bei f Freiheitsgraden bereits weniger als
Quantenbedingungen, um die Schirfe der von dem System emittierten Spaktrallinien zu
gewihrleisten. (...) Das Phasenintegral J ist eine notwendig positive GréBe; die ganze Zahl » in
(**) ist also eine positive ganze Zahl. Eigentlich folgt diese Eigenschaft schon aus der
geometrischen Bedeutung des Phasenintegrals.” (Sommerfeld (1922), S.246)

Was die Auswahlregel betﬁﬂi, faBte Sommerfeld so zusammen: “Diese gequantelten Zustéinde
sind vor allen ibrigen Moglichkeiten als stationire Zustinde des Systems ganzzahlig
hervorgehoben; sie schlieBen sich nicht stetig aneinander, sondern bilden ein Netzwerk. In den
zugehorigen Bahnen bewegt sich ein Elektron dauernd und widerstandlos, das heiBt ohne
auszustrahlen; das Elektron ist quantentheoretisch gegen Ausstrahlung sozusagen immunisiert.
Der Phasenraum, als Mannigfaltigkeit aller denkbaren, auch der nichtstationdren Zustéinde, ist
von den Bildkurven der stationdren Bahnen maschenartig durchzogen. Die GroBe der Maschen

ist durch das Plancksche / bestimmt.” (Sommerfeld (1922), S. 248)

Sommerfeld nimmt auch die Frequenzbedingung von Bohr an. Dafiir gibt er keine ausfiihrliche
Begriindung an, jedenfalls bezog ef sich auf eine Arbeit von L. Flamm® mit der Bemerkung:
“Diese Auffassung will aber durchaus keine zwangsliufige Begriindung der Gleichung sein,
schon wegen der dabei erforderlichen, im folgenden hervorzuhebenden Hilfsannahmen, sondern
lediglich ein Mittel zur Veranschaulichung. Neben das Atom, welches die Strahlung anregt,
stellen wir den "Ather’, welcher die Strahlung fortpflanzt. Man spricht zwar heutzutage nicht
gern vom Ather, seitdem ihm durch die Relativitétstheorie seine materielle Existenz im élteren
Sinne genommen ist. (...) Wir'wollen hier mit dem Worte Ather nichts anderes ausdriicken, als
die Moglichkeit von Schwingungszustcinden mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢, wie sie
sich uns in der Erfahrung iiberall darbieten und durch die elektrodynamisch-optische Theorie
niher umschrieben werden. In diesem Sinne definieren wir den Ather als Oscillator. (...) Der
Ather stellt also nicht einen Oscillator, sondern ein unendliches System von Oscillatoren dar, in

dem die Eigenschwingungszahl kontinuerlich von Oscillator zu Oscillator variiert, sozusagen ein

*In. Physikal. Zeitschr. 19, 116 (1918); besonders S.125




